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　　摘　要 :　本文提出了一种时域有限差分法中金属薄板边缘场修正的差分方程.以带状线和 V形天线为例检验

了修正的差分方程的有效性 ,数值结果表明 ,和金属板边缘阶梯近似相比 ,计算精度大大提高.
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The Modified Difference Equation Near the Sharp Metal Edge in FDTD Grid
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Abstract :　The modified difference equation near the sharp metal edge in FDTD grid is presented in this paper. In order to test

the efficiency of new FDTD equations ,we use a stripline and V2shape antenna ,which have two sharp edges diagonal to the cell cube in

FDTD grid. Compared with staircase approximation , a dramatic improvement in computed accuracy is observed.
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1　引言

　　时域有限差分法已经成功地应用于许多天线、散射、微波

电路等电磁问题中.在处理金属板边缘与 Yee氏网格线不重

合时 ,通常采用阶梯近似法 ,当网格尺寸较大时 ,这种方法误

差较大.为了克服阶梯近似所带来的误差 ,人们采用许多技术

进行改进[1～4 ] . K P Esselle[5 ]利用准静态场的信息对长金属板

边缘相连的 FDTD差分方程进行了系数修正 ,修正方程大大

地提高了计算精度 ,而且只增加了少量的内存和计算时间.但

该方法只适用于金属板和 Yee氏网格坐标面重合的情况 ,本

文推广了 K P Esselle的方法 ,提出了新的修正的差分方程 ,该

方法适用于金属板和网格坐标面既不重合又不平行的场合 ,

为了检验新的差分方程的有效性 ,我们以带状线和 V形天线

为例进行了数值计算.结果表明 ,该方法可有效提高计算精

度.

2　理论分析

211　金属板边缘场分布的数学表达式

金属板边缘的场分布可表示为 [6 ] :

Er = - B·sin (α/ 2) / r (1 a)

Hr = - A·cos (α/ 2) / r (1 b)

Ea = - B·cos (α/ 2) / r (1 c)

Ha = A·sin (α/ 2) / r (1 d)

图 1　金属板边缘的场分布示意图

其中 , r是场点到金属板边缘

的距离.α是 r 和板的夹角 ,

A、B 是未知的常数.

本文中金属板边缘的差

分单元如图 2所示 ,整个金属

板与 xoy平面夹角为 a1 ,其边

缘与 Yee空间网格的对角线

相重合.图中 Z′和金属板边

　图 2 　金属板边缘的有限差分单元

( Hy ( i , j , k)位于回路 C1、C2、

C3、C4所围区域的中点)

缘重合 , y′垂直金属板 ,

x′与板共面并垂直 y′,

z′,在 x′, y′, z′座标系

中 ,边缘附近任一点的

准静态场可表示为 :

E′x = Er·cosα- Ea·sinα

(2 a)

E′y = Er·sinα+ Ea·cosα

(2 b)

E′x = Hr·cosα- Ha·sinα

(2 c)

E′y = Hr·cosα+ Ha·sinα

(2 d)

在 x , y , z座标系中准静态电磁场的表达式 ,可由式 (2)通过

如下坐标变换而得 :
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φx

φy

φz

=

- cosα2 0 sinα2

cosα1sinα2 - sinα1 cosα1cosα2

sinα1sinα2 cosα1 sinα1cosα2

φ′x

φ′y

φ′z

(3)

式中φx、φy、φz为坐标系 x , y , z中的场量 ,φ′x、φ′y、φ′z为坐标

系 x′, y′, z′中的场量 ,将式 (1)代入式 (2) ,并经式 (3)的坐标

变换可得 :

　Ex = - B·cosα2·sin (α/ 2) / r (4 a)

　Ey = B·(cosα1·sinα2·sin (α/ 2) + sinα1·cos(α/ 2) ) / r (4 b)

　Ez = B·(sinα1·sinα2·sin (α/ 2) - cosα1·cos(α/ 2) ) / r (4 c)

　Hx = A·cosα2·cos(α/ 2) / r (4 d)

　Hy = - A·(cosα1·sinα2·cos(α/ 2) - sinα1·sin (α/ 2) ) / r (4 e)

　Hz = - A·(sinα1·sinα2·cos (α/ 2) + cosα1·sin (α/ 2) ) / r (4 f )

式 (4)中 r、α分别为 :

r = x′2 + y′2 (5)

α=
cos - 1 ( x′/ r) ,

2π- cos - 1 ( x′/ r) ,
　　

( y′> 0)

( y′< 0)
(6)

其中 x′, y′可通过式 (3)所示的坐标变换写成 :

x′= - cosα2·x + cosα1·sinα2·y + sinα1·sinα2·z (7 a)

y′= - sinα1·y + cosα1·z (7 b)

因此 ,只要已知场点 P在 x , y , z坐标系中的位置 ( x , y ,

z) ,就可由式 (4)～ (7)求出 x , y , z坐标系中准静态场表达式.

212　修正的差分方程的导出

本节以图 2中 Hy ( i , j , k)为例 ,导出金属板边缘修正的

差分方程.由 Faraday电磁感应定律得 :

5
5 t κ

s

H·dS = -
1
μ∮c E·dL (8)

其中 ,线积分路径由 C1、C2、C3、C4组成 ,而积分域为由该路

径围成的矩形区域 ,积分路径 C1、C2 由于离金属板边缘较

远 ,假定路径上的电场是均匀相等的 , C3、C4紧邻金属板边

缘 ,其上的电场是非均匀的 ,由上节的准静态场表达式导出.

面积分域上的磁场也是非均匀的 ,由准静态场表达式导出.

将 Hy ( i , j , k)所在位置的空间坐标 (Δx/ 2 ,0 ,Δz/ 2)代入

(4 e)和式 (5)～ (7)可得 (4 e)式中的未知常数 :

　　A = - r0·Hy ( i , j , k) / (cosα1·sinα2·cos (α0/ 2)

- sinα1·sin (α0/ 2) ) (9 a)

其中 : r0 = x′20 + y′20 　sin (α0/ 2) = ( r0 - x′0) / 2 r0

cos(α0/ 2) = ( r0 + x′0) / 2 r0

x′0 = - cosα2·Δx/ 2 + sinα1·sinα2·Δz/ 2

y′0 = cosα1·Δz/ 2

将式 (9 a)代入式 (4 e)可得 , Hy 在面积分域上的表达式 :

Hy ( x , z) = Hy ( i , j , k)·f1 ( x , z) (9 b)

其中 : f 1 ( x , z) =
r0·(cosα1·sinα2·cos (α11/ 2) - sinα1·sinα(α11/ 2) )

r1·(cosα1·sinα2·cosα(α0/ 2) - sinα1·sin (α0/ 2) )
;

r1 = x′21 + y′21 ; 　sin (α11/ 2) = ( r1 - x′1) / 2 r1 ;

cos(α11/ 2) = ( r1 + x′1) / 2 r1

x′1 = - cosα2·x + sinα1·sinα2·z ; 　　y′1 = cosα1·z

同理可以推导出路径 C3、C4上电场分量的表达式 :

Ex ( x) = Ex ( i , j , k)·f2 ( x) (10 a)

其中 :

　f2 ( x) = r2·cosα2·sin (α3/ 2) / ( r3·cosα2·sin (α22/ 2) ) ;

　r2 = r′22 + y′22 ; 　sin (α22/ 2) = ( r2 - r′2) / 2 r2 ;

　r3 = r′23 + y′23 ; 　sin (α3/ 2) = ( r3 - r′3) / 2 r3 ;

　x′2 = - cosα2·Δx/ 2 ; 　y′2 = 0 ; 　x′3 = - cosα2·x ;

　y′3 = 0 ; 　Ez ( z) = Ez ( i , j , k)·f3 ( z) (10 b)

其中 : f3 ( z) =
r4 (sinα1·sinα2·sin (α5/ 2) - cosα1·cos(α5/ 2) )

r5 (sinα1·sinα2·sin (α4/ 2) - cosα1·cos(α4/ 2) )
;

r4 = x′24 + y′24 ; 　sin (α4/ 2) = ( r4 - x′4) / 2 r4 ;

cos(α4/ 2) = ( r4 + x′4) / 2 r4 ; 　x′4 = sinα1·sinα2·Δz/ 2

y′4 = cosα1·Δz/ 2 ; 　r5 = x′25 + y′25

sin (α5/ 2) = ( r5 - x′5) / 2 r5 ;

cos(α5/ 2) = ( r5 + x′5) / 2 r5 ; 　x′5 = sinα1·sinα2·z ;

y′5 = cosα1·z

将 (9 b) 、(10 a) 、(10 b)代入 (8)式经整理得 :

Hn + (1/ 2)
y| i , j , k = Hn + (1/ 2)

y| i , j , k - c1·Δt·En
x| i , j , k + 1/ (μ·Δz ) + c2·Δt·

En
z| i + 1 , j , k/ (μ·Δx) + c3·Δt·En

x| i , j , k/ (μ·Δz) - c4·

Δt·En
z| i , j , k/ (μ·Δx)

其中 : c1 = c2 =
Δz·Δx

∫
Δz

0
∫
Δx

0

f1 ( x , z) dxdz

　c3 =

Δx·∫
Δx

0

f2 ( x) dx

∫
Δz

0
∫
Δx

0

f1 ( x , z) dxdz

c4 =

Δx·∫
Δz

0

f3 ( z) dz

∫
Δz

0
∫
Δx

0

f1 ( x , z) dxdz

凡积分回路上有一点和金属板边缘相连的 ,都要做以上

修正 ,关于求磁场分量的积分回路共有 13个 (包括 2个分裂

网格) ,关于求电场分量的积分回路共有 12个 ,因此共有 25

个修正的差分方程 .从略

在导出以上 25个修正的差分方程时 ,假定在 x , y , z三个

方向的空间步长均相等 (即Δx =Δy =Δz =Δ) ,金属板边缘位

于差分网格的对角线上 ,因此 ,由于对称性 ,独立的修正系数

只有 4个 ,若金属板边缘和网格对角线不重合 ,差分方程的修

正方法和本文相同 ,但修正系数的数目将增加.

3　数值结果和讨论

　　本文以带状线结构[5 ,7 ]为例检验导出的修正差分方程的

有效性.带状线的结构如图 3所示 ,整个带状线结构与 xoy平

面成 45度角 ,金属导带与两个无限大接地平面相平行 ,并与

x轴的夹角为 (90 - β) 度 ,其上下两个金属平面之间间隔

1mm , d1、d2 分别为 016mm、014mm ,金属带的宽度为 018·sin

(β) = 018·2/ 3 = 01653mm.在数值计算时 ,设Δx =Δy =Δz

=Δ= 012mm ,时间步长Δt 为 015·Δ/ v , v为光在媒质中的速
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度.

为了检验导出的修正差分方程的有效性 ,首先设带状线

媒质的介电常数在所有频率上均为ε= 410.然后采用 FDTD

法求解带状线中的电磁波和波传播常数β(ω) ,再由公式εeff

(ω) =β2 (ω) /ω2μ0ε0计算出等效介电常数εeff .显然 ,若 FDTD

法是精确的 ,则计算所得的εeff应在所有频率上均等于所设值

ε= 410 ,否则将产生计算误差.本文采用了两种方法计算带状

线的等效介电常数 : (1)对导带边缘采用阶梯近似 ,对金属板

的其他部分采用 CP(环路积分) [8 ]法 , (2)对和导带边缘相关

联的网格采用修正的差分方程 ,对金属板的其他部分采用 CP

法.由图 4知 ,方法 1介电常数计算值在 4175～4195之间 ,误

差较大.方法 2由于导带边缘采用了本文修正的差分方程 ,介

电常数的计算值和精确值 4. 0非常接近 ,和方法 1相比 ,计算

误差大大降低.

　　图 3　带状线结构　　　　　图 4　带状线的等效介电常数

(β= cos - 1 , (1/ 3)α1 = 45°)

为了进一步检验修正差分方程的有效性 ,本文以 V 形天

线 (如图 5)为例[9 ] ,分别采用三种方法对天线口面的电场波

形进行了数值模拟 , (1)采用细网格 (Δ= 8mm)对 V 形天线进

行数值模拟. (2)采用粗网格 (Δ= 4cm)对 V 形天线进行数值

模拟 ,金属板边缘采用阶梯近似 , (3)采用相同的粗网格对 V

形天线进行数值模拟 ,金属板边缘采用修正的差分方程.在馈

电部分所加的电压源的波形为高斯脉冲波形 ,即 : V = exp ( -

( t - t0) 2/ T2) ,其中 : T = 01002μs , t0 = 01012μs.由图 6知 ,方法

3大大改进了数值模拟精度 .

为了验证新方程的稳定性 ,我们对放在均匀和不均匀的

介质中的微带线进行了分析 (此时 ,金属板边缘放置在 Yee空

间网格的对角线上) ,并且大大地延长了计算时间 ,结果未发

现任何不稳定现象.

　　　图 5　V形天线　　　　　　图 6　天线口面的电场波形

4　结论

　　本文将 K P Esselle的 FDTD差分方程修正的方法推广到

将金属板边缘放置在 Yee氏空间网格的对角线的情况 ,由于

许多线积分和面积分是重复的 ,因此大大降低了求系数的复

杂性 ,并且由于程序的通用性 ,修正的差分方程在程序中也是

十分容易实现的.同理可以采用此方法模拟金属板任意放置

在 Yee氏空间网格的情况.
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